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Differencia´lrendszerek geometriai alkalmaza´sa
Projekt za´ro´ besza´molo´
A ”Differencia´lrendszerek geometriai alkalmaza´sa” c´ımu˝ pa´lya´zatunkban ha´rom teru¨letet
jelo¨ltu¨nk meg, ahol eredme´nyeket k´ıva´ntunk ele´rni. Ez a ha´rom teru¨let a
1. varia´cio´sza´mı´ta´s inverz proble´ma´ja,
2. transzforma´cio´csoportokkal szemben invaria´ns struktu´ra´k vizsga´lata,
3. szo¨vetgeometriai kutata´sok.
Pa´lya´zat a´ltal ta´mogatott ido˝szak alatt mindha´rom teru¨leten sikeru¨lt e´rdekes eredme´-
nyeket ele´rnu¨nk. Ezen eredme´nyek egy re´sze´t ma´r to¨bb cikkben publika´tuk, e´s tervezzu¨k
e te´ma´kban tova´bbi publika´cio´k megjeletete´se´t.
1 A varia´cio´sza´mı´ta´s inverz proble´ma´ja
Ez egy igen re´gi, klasszikus proble´ma, melynek sora´n a ce´l az, hogy karakteriza´ljuk az
olyan ko¨zo¨nse´ges ma´sodrendu˝ differencia´l-egyenletrendszereket, melyek regula´ris varia´ci-
o´s proble´ma extrema´lisaike´nt sza´rmaztathato´ak. Ebbo˝l a szempontbo´l ku¨lo¨no¨sen fontos
az olyan struktu´ra´k vizsga´lata (pe´lda´ul asszocia´lt konnexio´, go¨rbu¨leti mennyise´gek),
melyek specia´lis tulajdonsa´gaibo´l direkt informa´cio´ sza´rmaztathato´ a struktu´ra metriza´l-
hato´sa´ga´ra, illetve a varia´cio´s elvbo˝l valo´ sza´rmaztathato´sa´gra. Az egyik legfontosabb
ilyen struktu´ra a konnexio´ e´s a pa´rhuzamos eltola´s, illetve az ezekhez kapcsolhato´ alge-
brai struktu´ra, a holono´miacsoport. A Finsler sokasa´gok holono´mia csoportja´ra illetve
e csoportot e´rinto˝ algebra´nak tulajdonsa´gaira vonatkozo´ eredme´nyeinket a [1], [2] e´s [3]
cikkek tartalmazza´k. A metriza´lhato´sa´gi e´s projekt´ıv metriza´lhato´sa´gi vizsga´latok adja´k
a varia´cio´sza´mı´ta´s inverz proble´ma´ja te´mako¨re´ben kutata´saink ma´sik kiemelt teru¨lete´t.
Ezen teru¨leten az eredme´nyeinket a [4], [5] e´s [6] cikkek tartalmazza´k.
1.1 Finsler sokasa´gok holono´mia struktu´ra´ja
A Finsler sokasa´gok holono´mia csoportja´nak illetve a holono´mia csoportot e´rinto˝ al-
gebra´nak vizsga´lata az egyik teru¨let, ahol sikeru¨lt u´j, ve´leme´nyu¨nk szerint e´rte´kes ered-
me´nyeket ele´rnu¨nk. Az E. Cartan a´ltal bevezetett holono´mia csoport (azaz az egy
ro¨gz´ıtett pontbo´l kiindulo´ hurkok menti pa´rhuzamos eltola´sok alkotta csoport) a Rie-
mann geometriai kutata´sok egy igen hate´kony eszko¨ze´ve´ va´lt. A pa´rhuzamos eltola´sok
alatt terme´szetesen a sokasa´g kanonikus (linea´ris e´s metrikus) konnexio´ja´ra vonatkozo´
pa´rhuzamos eltola´sokat e´rtu¨nk. A Riemann sokasa´gok a´ltala´nos´ıta´sake´nt kaphatjuk
a Finsler sokasa´gokat, melyekben a metrikus tenzor komponensei nemcsak a helyto˝l,
hanem az ira´nyto´l is fu¨gghetnek. A holono´mia csoport fogalma´t terme´szetes mo´don lehet
a´ltala´nos´ıtani Finsler sokasa´gok esete´re is: a Finsler te´r holono´mia csoportja a kanon-
ikus (a´ltala´ban nem linea´ris e´s nem is metrikus) konnexio´ja´ra vonatkozo´, egy pontbo´l
kiindulo´ hurkok menti pa´rhuzamos eltola´sok alkotta csoport.
[1] Finsler manifolds with non-Riemannian holonomy, Muzsnay Z., Nagy P.T.
Finsler sokasa´gok holono´mia struktu´ra´ja´ra vonatkozo´ kora´bbi kutata´sok eredme´nyeke´p-
pen csak igen specia´lis esetekben sikeru¨lt nem-Riemann t´ıpusu´ Finsler sokasa´g holono´mia
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csoportja´t le´ırni. Ilyen a Berwald terek esete (itt a kanonikus konnexio´ linea´ris), ahol a
holono´mia csoporthoz tala´lhato´ olyan Riemann metrika, aminek a holono´mia csoportja
megegyezik a Finsler sokasa´g holono´mia csoportja´val, illetve a Landsberg terek esete (itt
a kanonikus konnexio´ metrikus), ahol a holono´mia csoport az indika´trixon induka´lt Rie-
mann metrika izometria´inak kompakt (ve´ges dimenzio´s) Lie csoportja. Kutata´sainkat
nagyban motiva´lta az S.S. Chern e´s Z. Shen a´ltal feltett ke´rde´s: ”Vajon le´tezik-e olyan
Finsler te´r, aminek holono´mia csoportja egyetlen Riemann te´r holono´mia csoportja´val
sem egyezik meg?” /Riemann-Finsler geometry, Nankai Tracts in Mathematics 6, World
Scientific, 2005, p.85./ Cikku¨nkben megmutatjuk, hogy Finsler sokasa´gok holono´mia
tulajdonsa´gai nagyon elte´rhetnek a Riemann terek holono´mia tulajdonsa´gaito´l. Bebi-
zony´ıtjuk, hogy amennyiben egy konstans go¨rbu¨letu˝, n-dimenzio´s (n>2) nem-Riemann
Finsler te´r holono´mia csoportja ve´ges dimenzio´s Lie csoport, akkor annak dimenzio´ja
nagyobb, mint az n-dimenzio´s te´ren hato´ ortogona´lis csoport dimenzio´ja, e´s ı´gy nem
lehet kompakt Lie csoport. A holono´mia csoport dimenzio´ja´ra becsle´st az indika´trixon
– mint n−1 dimenzio´s sokasa´gon – a go¨rbu¨leti vektormezo˝k a´ltal algebrailag genera´lt
Lie algebra, az u´gynevezett go¨rbu¨leti algebra vizsga´lata´val kaptunk. Cikku¨nkben meg-
mutatjuk, hogy a go¨rbu¨leti algebra valamennyi eleme´hez van a holono´mia csoport ele-
meibo˝l a´llo´ diffeomorfizmusoknak olyan 1-parame´teres csala´dja, aminek deriva´ltja e´ppen
a go¨rbu¨leti algebra adott eleme. Bebizony´ıtjuk, hogy egy konstans (nem nulla) go¨rbu¨letu˝
nem-Riemann t´ıpusu´ Finsler sokasa´g esete´n konstrua´lhato´ n(n−1)/2 linea´risan fu¨ggetlen
go¨rbu¨leti vektormezo˝. Ennek ko¨vetkezme´nyeke´nt ado´dik, hogy a fenti felte´telek mellett a
holono´mia csoport – a Riemann esettel ellente´tben – nem lehet egy kompakt Lie csoport,
azaz:
Te´tel: Egy n-dimenzio´s (n> 2) konstans (nem nulla) go¨rbu¨letu˝ (M,F ) Finsler sokasa´g
holono´mia csoportja pontosan akkor kompakt Lie csoport, ha (M,F ) egy Riemann sokasa´g.
Ennek a te´telnek ko¨vetkezme´nyke´nt ado´dik, hogy S.S. Chern-nek e´s Z. Shen-nek a
Finsler terek holono´mia´ja´ra vonatkozo´ ke´rde´se´re pozit´ıv va´laszt tudunk adni, hiszen
egy konstans (nem nulla) go¨rbu¨letu˝ n-dimenzio´s (n > 2) nem-Riemann Finsler sokasa´g
holono´mia csoportja egyetlen Riemann sokasa´g holono´mia csoportja´val sem egyezhet
meg.
[2] Infinitesimal holonomy algebra of a Finsler space , Muzsnay Z., Nagy P.T.
A Finsler terek konnexio´elme´letnek igen jelento˝s szakirodalma van, ugyanakkor a ho-
lono´mia csoportja´ro´l keve´s informa´cio´ ismert. A proble´ma nehe´zse´ge´t az adja, hogy a
holono´mia csoport nem-linea´ris konnexio´k esete´n a´ltala´ban ve´gtelen dimenzio´s topolo´-
gikus csoport, aminek a differencia´lhato´ struktu´ra´ja – e´s ı´gy az esetlegesen hozza´ ass-
zocia´lt Lie algebra´ja (a holono´mia algebra) – nem ismert. Ennek ellene´re a csoporthoz
asszocia´lt e´rinto˝ Lie algebra fogalma´nak bevezete´se´vel sikeru¨lt fontos, a holono´mia cso-
portra vonatkozo´ e´rdekes informa´cio´khoz jutni. Dolgozatunkban bevezetju¨k a Finsler
terek infinite´zima´lis holono´mia algebra´ja´nak fogalma´t, ami a Riemann terek megfelelo˝
fogalma´nak az a´ltala´nos´ıta´sa. Az infinite´zima´lis holono´mia algebra egy ro¨gz´ıtett pont
esete´n a ponthoz tartozo´ indikatrix vektormezo˝inek az a legszu˝kebb Lie re´szalgebra´ja,
mely tartalmazza a go¨rbu¨leti vektormezo˝ket, illetve a go¨rbu¨leti vektormezo˝k horizonta´lis
liftek szerinti kovaria´ns deriva´ltjait a tangens te´ren sza´rmaztatott linea´ris (Berwald)
konnexio´ra vonatkozo´lag. Megmutatjuk, hogy az infinite´zima´lis holono´mia algebra ele-
mei e´rintik a pont holono´mia csoportja´t. Mivel a go¨rbu¨leti algebra csak egy re´sz Lie
algebra´ja az infinite´zima´lis holono´mia algebra´nak, az e´rinte´si tulajdonsa´g alapja´n a
holono´mia csoport struktu´ra´ja´ra vonatkozo´lag to¨bb informa´cio´hoz juthatunk ez uto´bbi
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felhaszna´la´sa´val. Explicit pe´lda´t adtunk olyan esetekre, ahol a go¨rbu¨leti algebra szigoru´
re´szalgebra´ja a infinite´zima´lis holono´mia algebra´nak. Ezek ko¨zu¨l is ku¨lo¨n megeml´ıtendo˝
az a specia´lis eset, ahol a go¨rbu¨leti algebra ve´ges, mı´g az infinite´zima´lis holono´mia al-
gebra ve´gtelen dimenzio´s Lie algebra. Ebben az esetben, a holono´mia algebra e´rinto˝
tulajdonsa´ga miatt, a ve´ges dimenzio´s go¨rbu¨leti algebra ellene´re sem lehet a holono´mia
csoport egy ve´ges dimenzio´s Lie csoport. Cikku¨nkben karakteriza´ltunk ve´ges, illetve
ve´gtelen dimenzio´s holono´mia csoporttal rendelkezo˝ Finsler tereket.
[3] Finsler spaces with infinite dimensional holonomy group,
Muzsnay Z., Nagy P.T.
Ba´r az [1] dolgozatban sikeru¨lt ra´mutatni, hogy a Finsler terek holono´mia tulajdonsa´gai
nagyon elte´rhetnek a Riemann terek holono´mia tulajdonsa´gaito´l, tova´bba´ [2]-ben sikeru¨lt
bebizony´ıtanunk, hogy a Riemann terekkel ellente´tben le´teznek ve´gtelen dimenzio´s ho-
lono´mia csoporttal rendelkezo˝ Finsler terek, ilyen ve´gtelen dimenzio´s holono´mia cso-
port le´ıra´sa nehe´z proble´ma´nak mutatkozott. A szakirodalomban nem is tala´lhato´ erre
vonatkozo´ eredme´ny. Eze´rt is tartjuk kiemelkedo˝en fontosnak cikku¨nk azon eredme´nye´t,
melyben sikeru¨lt egy – egye´bke´nt jo´l ismert Finsler te´r, az u´n. Funk te´r – holono´mia
csoportja´ra vonatkozo´ eredme´nyt kapnunk. Bebizony´ıtottuk, hogy annak ellene´re, hogy
ez egy viszonylag egyszeru˝ struktu´ra´ju´ Finsler te´r (konstans go¨rbu¨letu˝, melynek a geode-
tikusai egyenesek), az infinite´zima´lis holono´mia algebra´ja ve´gtelen dimenzio´s, e´s tartal-
mazza az egyse´gko¨ro¨n (mint indika´trixon) a ve´ges Fourier sorokkal definia´lt vektormezo˝k
a´ltal linea´risan genera´lt valo´s Witt algebra´t. I´gy az egyse´gko¨r diffeomorfizmus cso-
portja´ra vonatkozo´ eredme´nyek felhaszna´la´sa´val igazoltuk az ala´bbi te´telt:
Te´tel: A Funk te´r holono´mia csoportja´nak topolo´gikus leza´rtja a ko¨r diffeomorfizmus cso-
portja´nak az egyse´get tartalmazo´ o¨sszefu¨ggo˝ komponense (Diff∞+ S
1), azaz a ko¨r ira´ny´ı-
ta´starto´ diffeomorfizmusainak re´szcsoportja.
1.2 Metriza´lhato´sa´gi e´s projekt´ıv metriza´lhato´sa´gi vizsga´latok
A metriza´lhato´sa´gi vizsga´latok sora´n a ce´l az, hogy karakteriza´ljuk az olyan ko¨zo¨nse´-
ges ma´sodrendu˝ differencia´l-egyenletrendszereket, melyek Riemann, vagy a´ltala´nosabban
Finsler te´r geodetikusaike´nt sza´rmaztathato´ak. Ennek a proble´ma´nak egy terme´szetes
a´ltala´nos´ıta´sa a projekt´ıv metriza´lhato´sa´g vizsga´lata, ahol a ke´rde´s az, hogy vajon a´tpa-
rame´terezheto˝-e az adott go¨rbesereg u´gy, hogy az u´j parametriza´cio´val ma´r metrika´bo´l
sza´rmaztathato´ legyen. Ennek a ke´rde´snek a fontossa´ga´t mutatja az a te´ny is, hogy
David Hilbert ”Matematikai proble´ma´k” c´ımmel tartott elo˝ada´sa´ban is szerepel ez a
proble´ma abban a specia´lis esetben, mikor a ke´rde´ses go¨rbesereg egyenesek serege (4.
proble´ma: a projekt´ıv metrika´k meghata´roza´sa).
[4] Projective metrizability problem and formal integrability ,
Muzsnay Z., Bucataru I.
Dolgozatunkban a Lagrange mechanika oldala´ro´l ko¨zel´ıtju¨k meg a projekt´ıv metriza´l-
hato´sa´g proble´ma´ja´t. Felhaszna´ljuk I. Bucataru e´s M.F. Dahl eredme´nye´t, mely egy
szemiba´zikus 1-forma le´teze´se´re vezeti vissza a proble´ma´t. Ezen 1-forma´ra vonatkozo´
parcia´lis differencia´l-egyenletrendszer vizsga´lata´val megmutatjuk, hogy az integra´lha-
to´sa´gi felte´tel megadhato´ az induka´lt nemlinea´ris konnexio´ go¨rbu¨lete´vel. A go¨rbu¨let
fu¨ggve´nye´ben sza´mos projekt´ıv metriza´lhato´ go¨rbeseregoszta´lyt kapunk. Specia´lis eset-
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ke´nt ado´dik, hogy 2-dimenzio´s te´rben minden homoge´n ma´sodrendu˝ differencia´l-egyen-
letrendszer projekt´ıv metriza´lhato´. Explicit pe´lda´t adunk olyan ma´sodrendu˝ differencia´l-
egyenletrendszerre, mely maga nem metriza´lhato´, de projekt´ıv metriza´lhato´.
[5] Projective and Finsler metrizability for sprays: parameterization-rigidity
of the geodesics, Muzsnay Z., Bucataru I.
Egy ko¨zo¨nse´ges ma´sodrendu˝ autono´m differencia´l-egyenletrendszernek megfeleltetheto˝
egy specia´lis vektormezo˝, u´gynevezett spray. Amennyiben ke´t ma´sodrendu˝ differencia´l-
egyenletrendszer megolda´sgo¨rbe´i egyma´sba a´tparame´terezheto˝ go¨rbesereget alkotnak,
akkor a megfelelo˝ S e´s S˜ sprayk projekt´ıv ekvivalensek, azaz van olyan 1-homoge´n
fu¨ggve´ny, amire S˜ = S +PC, ahol C a Liouville vektormezo˝. Egy (M,F ) Finsler
te´r geodetikus S sprayje´nek a leheto˝ legterme´szetesebb projekt´ıv deforma´ltja az az S˜
spray, ahol a P fu¨ggve´ny az F alapfu¨ggve´ny konstansszorosa, azaz S˜λ = S+λF C. A
holono´mia disztribu´cio´ vizsga´lata´val megmutatjuk, hogy a projekt´ıv deforma´lt S˜λ spray
legfeljebb ve´gessok λ ∈ R parame´tere´rte´kre lehet Finsler metriza´lhato´. Ez azt mutatja,
hogy a metriza´lhato´sa´gi tulajdonsa´g bizonyos e´rtelemben merev: a Finsler metriza´lhato´
sprayk fentebb le´ırt kis deforma´lcio´ja´val elo˝a´llo´ sprayt nem lehet Finsler metrika´bo´l
sza´rmaztatni.
2 Transzforma´cio´csoportokkal szemben invaria´ns struktu´ra´k
vizsga´lata
A transzforma´cio´csoportokkal szemben invaria´ns struktu´ra´k vizsga´lata sora´n kapott u´jabb
eredme´nyeket az [1], [6] e´s [8] dolgozatok tartalmazza´k.
[1] Finsler manifolds with non-Riemannian holonomy, Muzsnay Z., Nagy P.T.
Ebben a dolgozatban – a szakirodalomban elso˝ke´nt – a Heisenberg csoporton egy Berwald-
Moo´r t´ıpusu´ invaria´ns metrika seg´ıtse´ge´vel sikeru¨l egy olyan szingula´ris Finsler struktu´ra´t
konstrua´ltunk, mely a sokasa´g minden pontja´ban egy-egy ve´gtelen dimenzio´s go¨rbu¨leti
algebra´t sza´rmaztat. Ennek ko¨vetkezte´ben ezen te´r holono´mia csoportja sem lehet ve´ges
dimenzio´s. Ezzel az explicit pe´lda´val is bizony´ıtjuk, hogy a Riemann illetve nem-Riemann
t´ıpusu´ Finsler sokasa´gok holono´mia struktu´ra´i egyma´sto´l nagyon elte´ro˝ek lehetnek.
[6] Finsler metrics on Lie groups, Muzsnay Z., Thompson G.
Lie csoportok esete´n kanonikus mo´don vezetheto˝ be egy invaria´ns, torzio´mentes konnexio´,
melynek geodetikusai e´ppen a csoport egyparame´teres re´szcsoportjai, illetve azok balel-
tola´ssal kapott ke´pei. A va´rakoza´ssal ellente´tben nem igaz, hogy ez mindig metrika´bo´l
lenne sza´rmaztathato´. G. Thompson, R. Ghanam e´s F. Hindeleh (USA) a ”Bi-invariant
and non-invariant metrics on Lie groups” c´ımu˝ 2006-ban megjelent cikke´ben L. Eisen-
hartnak Riemann metriza´lhato´sa´gra vonatkozo´ eredme´nye´t felhaszna´lva vizsga´lta a legfel-
jebb 6-dimenzio´s feloldhato´ Lie csoportokat. Ezen kutata´shoz kapcsolo´dva, Finsler metri-
za´lhato´sa´gra vonatkozo´ saja´t kora´bbi eredme´nyeink felhaszna´la´sa´val vizsga´ljuk a Lie
csoportok kanonikus konnexio´ja´nak Finsler struktu´ra´bo´l valo´ sza´rmaztathato´sa´ga´t. A
holono´mia algebra kisza´mı´ta´sa uta´n megmutatjuk, hogy a metriza´lhato´sa´g szu¨kse´ges e´s
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elegendo˝se´gi felte´tele megadhato´ a csoporthoz tartozo´ Lie algebra´n. A tala´lt felte´telt
alkalmazva megmutathato´, hogy a 6-dimenzio´s Lie algebra´k P. Turkowski-fe´le klasszi-
fika´cio´ja´ban A.6.82, A.6.83, A.6.89 e´s A.6.93 jelo¨le´ssel ella´tott Lie-algebra´khoz tartozo´
csoportok esete´n Thompsone´k klasszifika´cio´ja nem helyes.
[7] Bruck decomposition for endomorphisms of quasigroups,
Nagy, P.T., Plaumann, P.
Jo´lismert, hogy a szimmetrikus e´s redukt´ıv homoge´n Riemann terek tu¨kro¨ze´sei egy
specia´lis szerkezetu˝, azonossa´gokkal definia´lt loka´lis kva´zicsoportot alkotnak. Terme´-
szetes feladatnak tu˝nik a megfelelo˝ kva´zicsoport oszta´lya´nak algebrai vizsga´lata, amely
kva´zicsoport oszta´lyok a fenti differencia´lgeometriai struktu´ra´k algebrai modelljeinek te-
kintheto˝k. Ez a feladat vezetett el az u.n. LF-kva´zicsoportok algebrai varieta´sa´nak
tanulma´nyoza´sa´hoz, amely kva´zicsoport oszta´yt L. C. Murdoch vezette be 1939-ben
e´s amelyet a 90-es e´vekben Lev Sabinin alkalmazott az u.n. transz-szimmetrikus terek
vizsga´lata´ra. Ebben a dolgozatban R. H. Bruck a´ltal 1944-ben megfogalmazott nagyon
a´ltala´nos kva´zicsoport bo˝v´ıte´si mo´dszert alkalmazunk specia´lis szerkezetu˝ LF-kva´zicso-
portok vizsga´lata´ra. Ezt a kva´zicsoport oszta´lyt az jellemzi, hogy az e(x) = x\x
bal-devia´cio´s leke´peze´s endomorfizmus, illetve ennek specia´lis esete az, amikor az e(x)
leke´peze´s ke´pe csoport. Egy karakteriza´cio´s te´telt fogalmazunk ezekre a klasszikus
kva´zicsoportokra, amely leheto˝se´get nyu´jt a fenti tulajdonsa´gu´ kva´zicsoportok csoport-
elme´leti konstrukcio´ja´ra.
[8] Totally geodesic subalgebras in nilpotent metric Lie algebras,
Nagy P.T., Homolya Sz.
Egy Riemann sokasa´got nilsokasa´gnek h´ıvunk, ha le´tezik tranzit´ıv nilpotens izometria
csoportja. A Riemann-fe´le nilsokasa´gok loka´lisan azonos´ıthato´k a nilpotens Lie cso-
portok balinvaria´ns Riemann metrika´ival. Ezen sokasa´gok geometria´ja vizsga´lhato´ az
infinite´zima´lis Lie algebrai modellju¨kben, nevezetesen a nilpotens metrikus Lie algebra´k
tanulma´nyoza´sa´val. Ezen Riemann terek geodetikusait vizsga´lva megmutatjuk, hogy
a ke´tdimenzio´s tota´lisan geodetikus re´szsokasa´gok le´teze´se szoros kapcsolatban a´ll a
ke´tle´pcso˝s nilsokasa´g szingularita´si tulajdonsa´ga´val. Nevezetesen, nemszingula´ris eset-
ben csak centra´lis e´s a centrumra mero˝leges tota´lisan geodetikus felu¨letek le´tezhetnek.
Szingula´ris esetben a tota´lgeodetikus felu¨letek struktu´ra´ja gazdagabb. 5-dimenzio´s ke´t-
le´pcso˝s nilsokasa´gok oszta´lyoza´sa´t felhaszna´lva (Homolya, Szilvia; Kowalski, Oldrich:
Simply connected two-step homogeneous nilmanifolds of dimension 5) re´szletesen le´ırjuk
a tota´lisan geodetikus felu¨letek szerkezete´t.
3 Szo¨vetgeometriai eredme´nyek
Szo¨vetgeometriai eredme´nyek egyre´szt a 3-szo¨vetek lineariza´lhato´sa´ga´ra, ma´sre´szt a szo¨-
vetek bo˝v´ıte´selme´lete´nek a kidolgoza´sa´ra vonatkoznak. A szo¨vetek bo˝v´ıte´selme´lete arro´l
szo´l, hogy amennyiben e´rtelmezheto˝ szo¨vetek homomorfizmusa e´s le´ırhato´k az azok mag-
jake´nt e´s faktorake´nt szereplo˝ szo¨vetgeometria´k, akkor hogyan lehet ke´t adott szo¨vet-
geometria´bo´l egy olyan geometria´t konstrua´lni, amelynek homomorf ke´pe e´s a homo-
morfia´hoz tartozo´ magja az adott szo¨vetgeometria´kkal izomorf. A szo¨vetek bo˝v´ıte´sel-
me´lete´nek kidolgoza´sa a pa´lya´zat kerete´ben az algebraiza´lt va´ltozatban to¨rte´nt meg. A
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szo¨vetek loka´lisan koordina´ta´zhato´k loopokkal, amik a csoportok nemasszociat´ıv a´lta-
la´nos´ıta´sai. A lineariza´lhato´sa´gra vonatkozo´ eredme´nyt a [9] dolgozat tartalmazza, a
loopok Schreier-fe´le bo˝v´ıte´selme´lete´nek alapjai a [10] dolgozatban vannak lefektetve, a
[11] dolgozat pedig egy specia´lis bo˝v´ıte´s t´ıpus vizsga´lata´t tartalmazza.
[9] On the problem of linearizability of a 3-web, Muzsnay Z.
A 3-szo¨vetek lineariza´lhato´sa´ga´ra vonatkozo´an sikeru¨lt u´j, e´rdekes eredme´nyeket ele´r-
nu¨nk. Ez ku¨lo¨no¨sen fontos volt sza´munkra, mert a 3-szo¨vetek lineariza´lhato´sa´ga´ra
vonatkozo´ kora´bbi eredme´nyeinket ke´t neves orosz matematikus V.V. Goldberg e´s V.V.
Lychagin to¨bb cikke´ben is ta´madta. Az a´ltaluk felhozott pe´lda egy 3-szo¨vet, mely a mi
eredme´nyeink szerint lineariza´lhato´nak, mı´g Goldberge´k eredme´nyei szerint nem linea-
riza´lhato´nak kell lennie. Cikku¨nkben a ke´rde´ses szo¨vet lineariza´lhato´sa´ga´nak vizsga´lata
sora´n azt kaptuk, hogy – ellente´tben az o˝ a´ll´ıta´sukkal – ez a szo¨vet lineariza´lhato´. Ezt
az a´ll´ıta´st nemcsak az egzisztencia´t bizony´ıto´ sza´mola´ssal sikeru¨lt igazolnom, hanem
a ke´rde´ses 3-szo¨vetet lineariza´lo´ konkre´t diffeomorfizmus explicit megada´sa´val is. A
cikkben ko¨zo¨lt eredme´nyt azo´ta J.P. Dufour francia matematikus (Universite´ Montpel-
lier II.) is megero˝s´ıtette azzal, hogy megadta a 3-szo¨vetet lineariza´lo´ koordina´ta´za´st.
[10] Schreier loops, Nagy P., Strambach K.
A cikk a csoportokra vonatkozo´ Schreier-fe´le bo˝v´ıte´selme´let egy loopokra vonatkozo´
terme´szetes a´ltala´nos´ıta´sa´t vizsga´lja. A csoportstruktu´ra´bo´l kiindulva a csoportbo˝v´ıte´shez
hasonlo´an terme´szetes mo´don be lehet vezetni a loop-bo˝v´ıte´s fogalma´t, aminek seg´ıtse´ge´vel
a csoportokra vonatkozo´ Schreier-fe´le bo˝v´ıte´selme´let a´ltala´nos´ıta´sa´t kapjuk. Ennek a
konstrukcio´nak a seg´ıtse´ge´vel a klasszikus e´s fontos loop-oszta´lyok mindegyike´re lehet
szemle´letes pe´lda´t konstrua´lni.
[11] Right nuclei of quasigroup extensions, Nagy P.T., Stuhl I.
A kva´zicsoportok e´s loopok elme´lete´ben a minden elemmel (balro´l, jobbro´l vagy ko¨ze´pro˝l)
asszocia´lo´ elemekbo˝l a´llo´ re´szcsoportot bal, jobb vagy ko¨ze´p nukleusznak nevezik. Ennek
a re´szcsoportnak a me´rete alkalmas a kva´zicsoport asszociativita´shoz valo´ ko¨zelse´ge´nek
me´re´se´re. A dolgozatban jobb egyse´gelemmel rendelkezo˝ kva´zicsoportok jobboldali nuk-
leusza´t tanulma´nyozzuk. Vizsga´ljuk a kva´zicsoportok Schreier-t´ıpusu´ bo˝v´ıte´seinek elme´-
lete´t. A dolgozat fo˝ eredme´nyeke´ben jellemezzu¨k az olyan jobb nuklea´ris kva´zicsoport
bo˝v´ıte´seket, amelyek rendelkeznek a jobboldali inverz tulajdonsa´ggal.
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